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 In this paper, the truss element of hybrid-type penalty method is developed. As displacement 
field, it is assumed that an independent linear displacement field in each element. This model has 
a two degree of freedom called strain and rigid displacement in element center of gravity. The 
incidental conditions on the continuity of displacement are considered using a penalty function. 
The solution obtained by this method is consistent with the exact solution. This element is useful 
when used in combination with the plane or solid element. In addition, the way to eliminate an 
inner point is shown using a pin element only with the degree of freedom of the rigid 
displacements. According to this method, it becomes the data structure that is equal to normal 
displacement method. 
 
































(HPM : hybrid-type penalty method)を開発した[5][6]。こ
の要素も、自由度は要素重心に設定されており、剛
体変位に加えて、ひずみやひずみの勾配も自由度と























（釣り合い方程式）  (1) 
（ひずみ－変位関係）  (2) 
（応力－ひずみ関係）  (3) 
 
ここで、N は軸力、q は軸方向分布荷重、u は軸方向
変位、ε は軸ひずみ、E は縦弾性係数、A は部材断
面積、σ は垂直応力である。 

















Fig.1 Truss member 
 




図.2 部材 とその境界  
Fig.2 Member  and its boundary  
 
 いま、2 つの部材（領域） の共通の境界
 を以下のように定義する。 
 





  (6) 
 
ただし、a+ は、図.2 に示すように、部材(a)における
座標軸 x の正側の端点、b- は部材(b)における座標軸
x の負側の端点を表している。 
式(6)を、Lagrange の未定乗数 λを用いて 
 




















Copyright © 2015 Hosei University      法政大学情報メディア教育研究センター研究報告 Vol.29 
本研究でも、図.3 に示すように、部材中央の剛体変
位  とひずみ  を用いて以下のような線形の
変位場を仮定する。 
 









  (10) 




Fig.4 Displacement of the beam on the end point 
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  (16) 
これを簡単に次のようにかく。 
 




















弾性係数 E=100 断面積 A=1 
 
図.5 引張力を受けるトラス部材 



























図.6 ピン要素（a 端） 
Fig.6 Pin element (a end) 
 














  (22) 
 







図.7 ピン要素（b 端） 
Fig.7 Pin element (b end) 
 




























Fig.8 Coordinate transformation of the member 
containing a pin element 
 

















  (28) 
ただし、  
 
 同様にして、ピン要素の変位を 2 要素側の 方向
の成分 に座標変換すると以下のようになる。 
 


























弾性係数 E=100 断面積 A=1 
 
図.9 単純トラス構造の解析モデル 
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と以下の関係にあることが分かる。 
 
  (38) 
 HPM では、ペナルティ関数を用いて変位の連続性
を確保している。式(38)においてペナルティ関数 p


















Fig.11 Coordinate transformation 
 
 いま、図.11 のように、部材がθ だけ傾斜して配置
されている場合について考えてみる。局所座標系に
おける a 端の変位 は、全体座標系の変位
によって、次のように表される。 
 











  (42) 
 
















Fig.12 Numerical model without inner point 
 
 表.1 は変位に関する解析結果を示した表である。
ペナルティ関数を軸剛性の 104 倍と 106 倍した時の
結果と変形法による結果を比較している。u が x 方
向変位、v が y 方向変位を表している。 
 
表.1 解析結果（変位 : m） 
Table.1 Numerical result (displacement : m) 
節
点 
p = EA×104 p = EA×106 変形法 
u v u v u v 
1 0.515027 0 0.515 0 0.515 0 
2 0.180012 -0.21751 0.18 -0.2175 0.18 -0.2175 
3 0 0 0 0 0 0 








Fig.13 Numerical result (Axial force) 
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